Losung der Beispielsaufgaben zur Vorlesung
Statistik 2

Aufgaben zu Kap. 13: Es werden von 50 Kfz verschiedenen Alters die Bremswege
von 100 km/h zum Stopp gemessen. Aus der Urliste liegen das Streudiagramm Alter vs.

Bremsweg, eine Klasseneinteilung sowie die resultierende Kreuztabelle zur Auswertung
Vor.
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Alter des Fahrzeugs x = Alter des Fahrzeugs

Bestimmen Sie:
1. Die relativen Haufigkeiten f(x;,y;),

2. die Randhéufigkeiten h(x;) beziiglich Merkmal “Bremsweg” sowie h(y;) beziiglich
Merkmal “Alter” sowie die relativen Randhéaufigkeiten f(z;), f(y;),

3. die Randh&aufigkeitsverteilungen,

4. die bedingten relativen Haufigkeiten sowie die Verteilung der Bremswege fiir 0-10
Jahre alte und fiir 10-15 Jahre alte Fahrzeuge,

5. die Altersverteilung der Fahrzeuge mit Bremswegen unter 50 m,



6.

und einen Check auf Unabhéngigkeit (ohne nichtparametrischen Test!)

Losung:

(1)

(2)

n = 50; z.B. f(z1,y1) = h(z1,y1)/n = 10/50 = 0.2 = Anteil der bis 5 Jahre alten
Kfz mit Bremswegen kleiner 50 m.

Randhé#ufigkeiten h(z;) beziiglich Merkmal “Bremsweg”:

h(y)) = 32, h(xs,y1) = 13: Zahl der Kfz mit Bremswegen < 50 m.

h(yz) = 33, h(w,y0) = 20: Zahl der Kfz mit Bremswegen zwischen 50 und 60 m.
etc.

Reklative Héufigkeiten: f(y;) = h(y1)/n = 0.26 = Anteil der Kfz mit Bremswegen
< 50 m, etc

Randhéufigkeiten h(z;) beziiglich Merkmal “Alter”:
h(z1) = ¥5_ h(z1,y;) = 20: Zahl der unter 5 Jahre alten Kfz
f(z1) = h(z1)/n = 0.4: Anteil der unter 5 Jahre alten Kfz, etc.
Randhéufigkeitsverteilung beziiglich Alter: Diese ist gegeben durch den Punkt (x%, 0)
sowie die Punkte (z¢, F'(x;) mit

— 2 die Klassenuntergrenze der ersten Altersklasse,

— 29 die Klassenobergrenze der i-ten Altersklasse,

— F(x;) = Xk_, f(zy) die relative Summenhiufigkeit,
also hier durch die Punkte

(0,0), (5,0.4), (10,0.8), (15,1).

Analog ist die Verteilungsfunktion beziiglich des Bremswegs durch die Punkte
(40,0), (50,0.26), (60,0.66), (70,0.86), (80,1)

gegeben.

Um Verteilungsfunktionen zu bestimmen, braucht man auch die jeweils “auflen”
liegenden Grenzen der Randklassen, z.B. z} und z?. Falls es sich um “offene Rand-
klassen” wie im Beispiel handelt, und nichts anderes gesagt ist, werden diese néhe-
rungsweise als geschlossenen Klassen mit gleicher Klassenbreite wie die anderen
Klassen behandelt, also z.B. z} = 0 und z§ = 15.

Bedingte relative Haufigkeit der Bremswegklassen fiir iiber 10 Jahre alte Fahrzeuge:
1=3.
f(yjles) = hly;, xs5)/h(xs)



also

f(yilzs) =1/10 =0.1,

f(y2]zs) = 4/10 = 0.4,

flyslzs) = 2/10 = 0.2,

f(yalzs) = 3/10 = 0.3

Bedingte relative Héufigkeit der Bremswegklassen fiir die unter 10 Jahre alten Kfz:

h(y;, x1) + h(y;, z2)
h(x1) 4+ h(xs)

f(yj|lz = z1 oder xs) =

also

f(y1]xr = x1 oder z5) = 12/40 = 0.3,
f(ya]z = 21 oder z3) = 16/40 = 0.4,
f(yslx = x1 oder z5) = 8/40 = 0.2

f(yalz =z, oder ay) = 4/40 = 0.1.

Die Verteilungsfunktion wird wieder wie oben aus den Punkten (y, 0) sowie (y5, Fj),
j = 1..4 berechnet, wobei j die zu den relativen Haufigkeiten f(y;|z3) bzw. f(y;|z =
x1 oder x5) gehorige Summenhéufigkeit ist. Verbindet man die Punkte linear, ergibt
sich als Grafik:
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(5) Altersverteilung (z¢, F;) fiir Bremswege < 50 m:

(0,0), (5,10/13), (10,12/13), (15,1).



(6) z.B. f(zi, ;) = 3, f(x1)f(y) = 2+ 5 = 2 # + = Bremsweg und Alter sind
empirisch abhédngig. Ob die Abhéngigkeit allerdings signifikant ist, wird erst in der
Test-Theorie am Ende von Statistik II untersucht.



Aufgabe zu Kap. 19.3 Leiten Sie fiir die hyperbolische Regression
y(x) =a+b/x

die Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter auf beide Arten her. Verwenden Sie fiir
die Transformations-Methode folgende Transformation der unabhéngigen Variablen:

r=1/z

(i) Lineare Regression der transformierten Daten

Mit folgender Transformation der unabhéngigen Variablen:

1
T = -
z

wird die Regressionsfunktion 3(z) = a+ bz linear und man erhélt in der neuen unabhdngi-
gen Variable z die iiblichen Ausdriicke fiir die Koeffizienten:

o s
a=7y—0bz, bzg.
z

Nach Riicktransformation z = % erhélt man fiir @ und b folgende Ausdriicke:

1 /&1
a = y—g<;m—i>bv (1)
Z?i 7 g
b — i—1Ti i—1Ti ; 2)
Sl 131
1:13%2 no\;=1 i

(ii) Direkte Regression

Da g(x) quasilinear ist, ist dies ohne Probleme moglich:



Daraus ein lineares Gleichungssystem fiir @ und b:

n 1 n
na + (Z —) b. = Zyi,
i—1 Ti i=1
i=1 i i=1 i i=1 i

Daraus als Ergebnis die Koeffizienten der direkten Regression:

o =1 (X 1) )

no\;=1 T
noY _ s5wm 1
b — i=1g, Y 2 z;

(4)
n 1 _1(yn 1Y) (yn 1

Die Ausdriicke (3) und (1) fiir den Koeflizienten a sowie (4) und (2) fiir b sind identisch!
Dies ist insofern anschaulich, als

e cinerseits bei der Regressionsrechnung ja unsymmetrisch nur die Fehlerquadratsum-
me F' beziiglich der abhdngigen Variablen y minimiert wird,

e andererseits eine quasilineare Regressionsfunktion durch Transformation ausschlief3-
lich der unabhdngigen Variablen zur linearen Funktion wird. Im quasilinearen Fall
wird die Fehlerquadratsumme F also durch die Transformation gar nicht beeinflusst!

Bei Transformation der abhdngigen Koordinate sind beide Methoden i.A. nicht 4quivalent!
(vgl. “Exkurse 27)

Aufgabe zu Kap. 19.4
1. Welche Klasse von Regressionsfunktionen hat eine von x unabhéngige Elastizitat?

2. Erlduern Sie Grenzfunktion und Elastizitdtsfunktion im Zusammenhang mit der
Lohnsteuertabelle (sic!). Bringen Sie dabei die Begriffe “Grenzsteuersatz und “pro-
gressive Besteuerung” unter.

Losung:

(1) Damit eine Regressionsfunktionen g(x) eine von = unabhéngige Elastizitét beschreibt,

muss gelten:
x dy
T pu— 7— pu— C pu— t.
€y () 7 cons



“Bruchrechnen” mit den Differentialquotienten ergibt

d?:Cd—w

7 x

Nun wird auf beiden Seiten das unbestimmte Integral gebildet:

In(y) = Cln(x) + D

mit der Integrationskonstante D.

Auflésen nach ¢ ergibt die gesuchte Klasse von Regressionsfunktionen (mit der neuen
Konstanten A = eP):

Die Elastizitdt ist dabei durch €,, = C'=const. gegeben. Zum Beispiel
g(x) = Te: €y = 1,
glz) =% ey = —1.

(2) Sei z das Einkommen und g(z) die Regressionsfunktion fiir die bezahlte Lohnsteuer
y. Ohne Absetzungsmoglichkeit wire g(z) = y(x) die Steuer aus der Lohnsteuerta-
belle, die tatsédchliche Regressionsfunktion wird wohl niedriger liegen.

Die Grenzfunktion g(z) = g—z kann als der bei gegebenen Einkommen im Mit-
tel giiltige Grenzsteuersatz interpretiert werden. Dieser liegt i.A. hoher als der
Steuersatz y/x selbst. Das heifit, die Elastizitét %% = £9(x) ist grofer als 1 oder
progressiv, was leider einer progressiven Besteuerung entspricht :(
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